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Abstract: This paper proposes a keyframe animation method of elasitc body based on inverse Finite Element Method (FEM) 

analysis, which constructs a multi-objective optimization process and makes a space-time optimization analysis on the keyframes 

in deformation space to reconstruct a user-specified deformation space of target model. By introducing signed distance field, we 

translate user-specified keyframe shapes into implicit surfaces, which makes our method suitable for various data format. We 

define an objective function measuring the distance from displacement field to implicit surface, and meanwhile introduce inverse 

FEM into iterative optimization process to obtain optimal control force field and model material parameter. And all experimental 

results show the validity of our method in accuracy and efficiency. 
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摘要：提出基于逆有限元优化分析的弹性体关键帧动画生成方法，通过使用逆有限元方法来构建多目标优化过程

进而对形变空间中的关键帧进行时空优化分析来构造出符合指定目标模型的形变空间。通过引入符号距离场，将

用户指定的模型关键帧数据进行隐式曲面表达，使得该方法适用于多种输入格式。定义位移场到隐式曲面的距离

度量函数并作为优化目标函数，同时在迭代优化过程中引入逆有限元方法来获得形变空间的最优控制施力场和模

型材质参数。实验结果表明该方法在准确性以及效率方面的有效性。 

关键词：关键帧插值，逆有限元优化分析，形变空间重构 
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1．引言 

近年来，为弹性体构造出符合给定目标姿态的关键帧

动画已经成为了研究者们普遍关注的问题。当在弹性体的

运动序列中指定一组姿态为关键帧后，人们通常关注如何

使弹性体在特定时刻尽可能满足用户指定的关键帧形状

约束，并获得连续平滑的具有真实感的动画效果，这种连

续形变恢复问题通常被称为关键帧插值[1]或是形状插值

[2]。 

现有的关键帧插值方法通常可以被分为两类：几何形

状插值和基于物理的关键帧插值方法。可以看到，几何形

状插值方法通常基于在相邻的两个几何网格间根据特定

标准（如：等距标准）[3]寻找一致性，之后在两者互相

对应的图元间创造插值。虽然几何形状插值方法可以在两

个给定几何形状之间提供快速且合理的插值，但是通过这

类方法得到的插值结果中，动力学效果和真实感是无法恢

复的。基于物理的关键帧插值方法通常可以在很少人为干

预的情况下提供真实感，这种方法试图创造一个需要最少

非物理控制外力来匹配目标姿态或约束的合理运动，并且

这类方法通常被转化成一个时空优化问题。当前研究人员

已 经 提 出 了 一 些 基 于 物 理 的 关 键 帧 插 值 方 法

[4][5][1][6][2]，这类方法将采集到的模型运动序列进

行三维体素化，得到一组体素网格（六面体或四面体网格），

将其作为输入数据进行分析处理[5][1]。然而，这些方法

依然要求用户设计完整的关键帧，交互过程繁琐，操作不

灵活。同时，关键帧插值方法的位置约束过多，容易在结

果动画中引入过大的控制外力，导致不自然的动态效果。 

 

图1 方法流程图。 

本文的主要贡献在于，提出基于逆有限元分析的弹性

体关键帧动画生成方法，构造基于物理并匹配关键帧运动

的连续平滑形变空间。为了克服上述挑战，方法通过以下

三个步骤来加以解决： 

第一，为目标模型构造给定关键帧下的有限元模型位

移场。首先将给定的输入关键帧姿态转化为符号距离场

（Signed Distance Field），符号距离场具有对于各种

多边形网格普遍适用的优点。使用符号距离场来表示目标

姿态使得方法无需对多个给定的关键帧之间建立一致性

关联。 

第二，将所得到的多个指定关键帧的符号距离场根据

其时空顺序，基于逆有限元分析，执行满足其时空连续性

的目标优化过程。通过定义一个目标函数序列，它可以依

照时空顺序测量由有限元位移场表示的模型姿态到各个

目标姿态的差异。之后，将这个目标函数序列带入并执行

一个最优控制问题求解过程来得到对应的最优的目标函

数序列，同时也会得到最优控制施力场。在优化问题求解

过程中，目标函数达到最优化即代表着被构造的模型形变

空间所描述的姿态与各个目标姿态的差异达到了最小，因

此通过将上述最优化输出结果应用于有限元模型后，就可

以得到符合指定目标姿态关键帧的有限元模型在关键帧

处的位移场。 

第三，在进行形变仿真序列生成过程中，方法会对步

骤二得到的有限元模型进行线性模态分析，通过分析有限

元模型所表示的形变空间的显著形变特征并将现有的形

变空间向显著形变空间进行投影来降低形变空间的维度。

一方面，可以提高物理模型的仿真解算效率。另一方面，

可以对目标模型形变特征进行显著性表达。为了弥补线性

模态空间在描述大形变时的问题，采用了旋转应变坐标方

法（Rotation-Strain Coordinates Method）[2]，这种

方法基于对一个姿态的形变梯度进行极分解，可以在很好

应对大形变的同时提供从模态坐标到位移场的线性映射。

由于这种从模态坐标到位移场的线性关系对于有效地解

决时空问题至关重要，所以这种旋转应变坐标方法十分适

用于当前方法来解决大形变问题。并且优化过程在每两个

相邻关键帧位移之间按照个人设定，在旋转应变坐标下生

成一定数量的插值位移作为新增的关键帧，并且定义另一

个目标函数，此目标函数定义着模型姿态与新生成的所有

关键帧位移偏差的加权和与控制外力的加权和的总和，并

通过求解这个时空优化问题来得到最优的形变控制信息。 

2．相关工作 

本节将从以下几个方面简单介绍与本文相关的已有

工作：关键帧插值，有限元方法与模型化简方法。 

2.1．关键帧插值 

关键帧插值方法通常可以被分为两类：几何形状插值

和基于物理的关键帧插值方法。对于几何插值[7][8][9]

来说，这类方法可以提供两个给定集合形状之间快速合理

的插值，通常基于在源网格和目标网格之间建立某种一致

性关系，然而这类方法缺少对动力学效果的控制。另一种

是基于物理的关键帧插值仿真，大量研究者尝试了为纸张

[10]，皮肤[11][12]，烟雾[13][14]，流体[4]和可形变

的弹性体等[5][2][1]创造出由关键帧姿态引导控制的仿

真运动。郝等人[10]提出了在一定近似逼近以及先验知识

指导下的基于过程控制的纸张变形建模方法。在面部仿真

中，形状插值[11]和姿态空间形变[12]可能是最广泛使用

的用于控制皮肤形变至目标形状的方法。给定一序列目标

烟雾状态下，研究者们想要生成能够控制烟雾顺时趋向各
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个目标且同时保持自然的烟雾表现的仿真运动，Treuille

等人[13]根据一个仿真能够匹配用户给定的关键帧姿态

的程度构造了一个目标函数，并利用目标函数的导数求解

能够最小化这个目标函数的控制外力参数，Fattal和

Lischinski[14]为标准的流动方程引进新项来直接控制

烟雾仿真得到想要的形状，其中目标形状由一序列的目标

密度场给定。杨等人[15]利用符号距离场基于中轴点云提

供三种控制力来控制烟雾来形成各种给定的目标形状。类

似于烟雾仿真，Mcnamara等人[4]介绍了一种全面的基于

物理的控制流体仿真的方法，该方法在给定一组关键帧后，

利用伴随方法(the Adjoint Method)求解基于梯度的非线

性优化问题。本文的工作也受益于使用有限元方法建模形

变物体并对其进行插值重建的方法。Barbič等人[5]最小

化了一个测量关键帧差异与物理轨迹差异之和的目标函

数，其中利用伴随方法快速地计算了目标函数的导数，并

且通过利用关键帧生成的一个高质量的子空间来加速整

个过程。Huang等人[2]结合起一种将模态分析适应于大形

变的扩展和一种对形变梯度的泊松重建过程来在两个姿

态之间生成基于物理的形状插值。Hildebrandt等人[6]

通过结合模型化简(Model Reductoin)，多点线性化

(Multipoint Linearization)，和常微分方程的解耦得到

内在变分问题的模型化简，达到了交互响应下控制基于物

理的运动的效果。最近，和之前的方法相对不同，Li和

Huang[1]提出了一种新颖的优化方法求解时空优化问题

得到关键帧插值运动，他们不但对控制外力进行优化，同

时也对材质信息进行了优化以更好地匹配用户指定的关

键帧姿态，并且通过在低维旋转应变空间进行计算提高了

时间效率。 

最近，Xia和Li等人[16]基于数据驱动的策略，提出

模态空间细分的方法在一组稀疏的3D采样模型之间生成

密集的具有物理真实感的形状序列。受到[5]和[1]的启发，

本文将优化问题转化为对一个目标函数的最小化，该目标

函数以子空间的控制施力场和材质信息作为参数，定义为

当前有限元模型姿态与给定目标姿态的有向距离场内嵌

闭合曲面之间的差异，并且结合模态分析及旋转应变坐标

来加速并适用于大形变。 

2.2．有限元方法与模型化简方法 

有限元方法已被证明为可以准确为物理和机械原理

建模的强有效的方法。大量的实时有限元法是基于线性规

划的。例如，Dick等人[17]提出了基于六面体的在GPU 上

进行多尺度网格求解的有限元方法，Dick[18]进一步地引

进共旋应变的方法，将非线性仿真缩减为线性时间复杂度。

基于开源框架SOFA[19]，Allard等人[20]提出了一系列的

数值方法来在GPU上隐式地求解基于有限元的形变系统。

Yang和Li等人[21]进一步地提出将无网格方法与有限元

方法进行耦合用于非均质物体的切割仿真。虽然全局的基

于物理的方法在仿真可形变物体方面可靠且准确，但是它

们通常计算起来十分复杂。模型化简方法（通常也被称为

子空间方法）可以在保持主要形变空间的同时极大地降低

仿真复杂度[22]。通常，模型化简方法主要着力于有限元

仿真的线性形变，线性模态分析（Modal Analysis）

[23][24]是一种强有效的将形变空间分解为一组振动模

态的模型化简技术，然而，在大形变下这种方法不太适用。

为了应对大形变，Choi等人[25]在模态空间中基于节点的

刚度矩阵旋转将线性模态分析扩展至大形变。Barbič[26]

提出了一种自动的模态导数方法来选择一组高质量的子

空间基向量以补充原模态基底。Kim和James[27]发明了在

线的模型化简方法，全物理的计算被自适应的略过代之以

基于之前的仿真子空间的形变重构以适应一般的运动。最

近，旋转应变坐标方法[2][1][28]已经被证明为在子空间

中具有鲁棒性的可以重构大形变下的合理形状的方法。

Hahn[29]提出了一种新的在时间上自适应基底的线性子

空间中进行衣物仿真的方法。类似的，Yang等人[30]设计

了一种基于有限元的时变多子域方法以任意切割非均质

物体。 

3．基于物理的关键帧动画生成方法 

3.1．有限元方法与模态分析方法 

通过使用有限元方法建模，形变模型相对于静止姿态

q 的线性化运动方程是一个二阶常微分方程组： 

( )
ext
t+ + =ɺɺ ɺMq Dq Kq f        （1） 

其中 3n∈q R 代表着相对于静止姿态 q 的物体姿态的

离散化表示中的所有 n个结点的位移， 3 3n n, , ×∈M K D R 分

别是质量矩阵，刚度矩阵，以及Rayleigh阻尼矩阵，并且

ext t( )f 是在时刻 t下的控制外力。在时刻 t下，形变模型的

姿态可恢复为 t+ ( )q q 。 

对有限元模型的化简可以通过将方程(1)投影到一个

r维子空间上来得到( 3r n≪ )，这个 r维子空间是由某个

基矩阵 3n r×∈W R 的列向量扩展而成。通常，线性模态分

析通过利用求解如下的一般的特征化问题来为此运动方

程构建一个形变子空间： 

λφ φ=K M                  （2） 

通过将最小的 r 个特征值集成到一个对角矩阵

1 2 rdiag , ,...,= ( )Λ λ λ λ 中，并且将它们对应的特征向量存

储 在 矩 阵 1( )r,...,φ φ=W 中 ， 且 具 有 T =W MW I ，
T =W KW Λ的性质，若设 

r,= ∈q Wz z R                 （3） 

可以将方程(1)重写成模态子空间中的 r个方程的集

合： 

( )r ,ext t+ + =z Dz Λz fɶɺɺ ɺ              （4） 

其中 z代表位移在子空间的投影， T=D W DWɶ 是子

空间中的阻尼矩阵投影，
T

( ) ( )r ,ext extt t=f W f 代表着外力

在子空间的投影，Λ代表刚度矩阵在子空间的投影。由于
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3r n≪ ，对方程(4)的积分要比对全局的方程(1)的求解更

快的多。之后可以将子空间坐标通过方程(3)映射回全局

3D坐标。 

 

图2 相同条件下，使用旋转应变坐标方法、Modal Warping方法以及未

对大形变处理间的比较。（a）不处理大形变时在第9个时间步的仿真输

出；（b）使用旋转应变坐标时在第9个时间步的仿真输出；（c）使用

Modal Warping方法时第9个时间步的仿真输出；（d）使用旋转应变坐

标方法时在第23个时间步的仿真输出；（e）使用Modal Warping方法时

在第23个时间步的仿真输出。 

3.2．大变形处理方法 

线性模态分析适用于小形变，对大变形无效，在大形

变情况下，会呈现出失真异常。在处理大形变时，旋转应

变坐标法[2]已经被证明为求解时空优化问题时最具有鲁

棒性的处理方法。对于第 i个六面体单元，局部的旋转应

变坐标 ey 是由一个 3 3× 的代表旋转的 iω 和一个 3 3× 的

代表应变的 iε 矩阵组成的，它们分别是对这个六面体单元

对应的平均形变梯度 ( )iGq 进行极分解之后得到的反对称

部分和对称部分，其中G 是相对于静止姿态的空间梯度算

子。之后可以通过以下方法重建出全局位移q：首先利用

指数映射计算出形变梯度； 

( ) ( )( + )-e i i iexp ω ε=g y I I         （5） 

其中 I 是单位矩阵。之后求解一个泊松重构问题： 

2

1

( ) - ( )

T

i i e i F
i

min V
=
∑

q
Gq g y            （6） 

其中 T 是六面体单元的数目， iV 是静止姿态时每个

单元的体积，并且
F
i 代表Frobenius范数。 

如在[1]所述，这个泊松重构问题可以按如下求解 

T ( )=Aq G Vg y                  （7） 

其中 T=A G VG，V 是一个对角矩阵，其中对角线上

是每个六面体 i的体积 iV 重复9次。 9
( )

T∈g y R 向量是局

部形变梯度矩阵 ( )eg y 的行向量通过连接而得到的。 

为了进一步简化对 q的重构，将方程(3)插入到方程

(7)之中来得到 

T T T( ) = ( )ˆW AW z W G Vg Wz         （8） 

其中 { }1 2 n
ˆ ˆ ˆ, ,...,=W W W W ，并且 { }: ( ), ( )i i i

ˆ ω ε=W W W ，

具体细节参见[2]。 

最终，可按如下方程重构出全局位移q和模态坐标 z

之间的关系 

T 1 T T
( ) ( )

   = ( )

ˆ

ˆ

−=q W W AW W G Vg Wz

Pg Wz
       （9） 

并且本文可以通过图 2所示来观察到使用旋转应变

坐标方法、Modal Warping方法时得到的大形变下的不同

仿真效果。可以看到相比于使用Modal Warping方法或不

处理大形变，使用旋转应变坐标更加适用于处理大形变问

题。 

 

图3 符号距离场在每一空间点上的梯度方向示意图。 

3.3．关键帧位移生成的目标函数 

本文使用符号距离场来表示关键帧的目标姿态，并且

引导有限元模型去匹配时间序列上的给定姿态的符号距

离场。符号距离场可以按如下定义为： 

( ), if  is inside the model
( )=

( ), otherwise                  

t

t

d
Dist

d

−



p p
p

p
   （10） 
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其中 ( )td p 表示着从空间点 p到有向距离场内嵌的闭

合曲面上的最短的欧几里得距离在图 3中展示了符号距

离场的重要性质，即符号距离场在空间中某一点的梯度正

好指向它定义的闭合曲面上离此空间点最近的一点。从图

中可以看到，对于一个球体的符号距离场，空间中的每一

点上的梯度方向正好指向了它的球心。 

为了建立起一个符号距离场，本文在处理不同种输入

数据时选择不同的方法。对于多边形网格输入，本文选择

快速行进法[31]（fast marching method）或是快速扫描

方法[32]（fast sweeping method）。 

当为关键帧目标姿态建立好符号距离场之后，可以构

造如下目标函数并且寻找最优的控制参数来最小化此目

标函数。使得在最优控制参数下，对物体进行仿真时，其

运动会在关键帧上与目标姿态吻合。 

T

1

T

0 0

1

1
( )= ( ( ( ))) ( ( ( )))

2

1
( ( ( )+ )) ( ( ( )+ ))

2

nKey

i i i i i

i

nKey

i i i i i

i

E t t

t t

=

=

=

∑

∑

X Dist x Q Dist x

Dist Aq x Q Dist Aq x

 （11） 

这里， nKey 是关键帧的总数目， 3( ) m

it ∈x R 表示在

时刻 it 下，六面体有限元模型内嵌的网格形变后的m个采

样顶点的3D坐标组成的向量， 0( ) ( )+i it t=x Aq x 是从六面

体体素网格位移 q到内嵌网格位移 x的映射, 3 3m n×∈A R

是常量的映射矩阵。X是向量 ( )itx 的组合， m

i ∈Dist R 代

表从 m个内嵌网格顶点的3D坐标向量到第 i个关键帧符

号距离场的标量值组成的向量的映射。 m m

i

×∈Q R 是误差

矩阵，通常被设置为按比例缩放的单位矩阵。 

然而，在全局空间求解时空优化问题时，有限元系统

的数值求解过程中的迭代算法容易陷入局部最小值，不仅

如此，还会伴随着极高的求解时间复杂度[5]，因此本文

借助线性模态分析来对当前的时空优化问题进行优化。现

有的方法通常设定一个先验的固定的刚度矩阵 K ，然后

在此条件下寻找最优的控制外力序列 extF 来尽可能地与

关键帧姿态进行匹配。然而，提前预设好材质信息的方式

存在的问题是，若关键帧姿态与选择好的材质是不能相互

兼容的话，最终得到的运动序列不能匹配关键帧。所以，

受到[1]的启发，本文提出将子空间的刚度矩阵投影 Λ作

为时空优化问题的可变参数，随着控制外力一起进行更新

优化。根据以上叙述，本文通过插入方程(9)来将目标函

数重写成如下 

T

1 0

1

0

1
( ) ( ( ( ( ))+ ))

2

( ( ( ( ))+ ))

nKey

r ,ext i i i

i

i i

ˆE , , t

ˆ t

=

= ∑Z F Λ Dist APg Wz x Q

Dist APg Wz x

 （12） 

其中 stepr T×∈Z R 是 stepT 个时间步下的子空间位移

r∈z R 的集合向量， stepT 是总共的时间步数 stepT nKey≥ ，

子空间位移的计算是由仿真时施加的 r ,extF ， Λ来唯一决

定的， stepr T

r ,ext

×∈F R 是 stepT 个子空间控制施力的集成向量。 

3.4．连续平滑动画生成的目标函数 

当对方程(12)的优化问题求解完成以后，可以得到

nKey 个匹配给定目标姿态的关键帧六面体网格位移

1 2 nKeyt t t, ,...,q q q 。考虑到这些选定的关键帧之间彼此的时间

间隔是不固定的且时间跨度可能较大，所以当仅仅完成对

方程(12)的优化求解后得到的仿真运动虽然在关键帧上

匹配了目标姿态，但由一个目标姿态到达下一个目标姿态

的运动不平滑，会产生不连续的位移场输出。因此为了获

得连续的位移场，本文需要在每两个已得的关键帧位移之

间进行插值。然而，由于在位移向量之间进行简单的线性

插值会缺少旋转信息从而会导致视觉上的不自然，类似于

[2]所述，本文将已得的关键帧位移转化到旋转应变空间

1 2 nKeyt t t, ,...,y y y ，之后在旋转应变坐标之间进行插值

( )
1

(1- ) 0 1
i _ k i it t tk k ,k ,

+
= + ∈y y y ，再将插值得到的旋转应变坐标

映射回3D六面体网格位移
0 1_Tar _Tar T _Tar

, ,...,q q q ，其中 num 是用

户 想 要 通 过 插 值 得 到 的 目 标 位 移 的 总 数 目

( )
step
T num nKey≥ ≥ 。 

为了驱动有限元模型仿真且与之前得到的 num 个六

面体网格位移相匹配，本文定义如下的目标函数： 
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  （13） 

r ,ext ,if 是时间步 i下的子空间外力， m m

i

×∈R R 是由用

户设定的外力误差矩阵，通常是一个单位矩阵的缩放。本

文添加方程(13)的第二个加和项是因为当受到的控制外

力的作用越少时，得到的插值仿真运动越会显得自然。所

以本文优化关键帧差异的加权和以及所需的控制外力量。

为了尽可能与关键帧姿态相匹配，本文可以为方程(12)

优化求解后得到的原关键帧六面体网格位移 i _Tarq 赋予更

大的权重 iQ 。 

4．目标函数优化方法 

本文使用共轭梯度优化方法来对目标函数进行优化

求解。其中目标函数相对于参数序列的梯度利用伴随方法

来计算，以得到较为快速的迭代和收敛。伴随方法[4][5]

可视为“黑箱”，给定当前控制参数序列，伴随方法可高

效地计算目标函数值及其相对于参数序列所有组成部分

的梯度，详情参见4.1，4.2小节。本文采用一种迭代式方
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案来有效地求解时空优化问题。首先，本文将子空间的刚

度矩阵投影视为常量然后优化控制施力场，再将控制施力

场视为常量然后优化子空间的刚度矩阵投影。 

4.1．共轭梯度优化方法 

在目标函数具有可计算的梯度时，预条件共轭梯度方

法(PCG Method)可被用于求解无约束优化问题[5][33]。

当求解PCG优化算法时，需要进行一系列前向的仿真来搜

索梯度的方向并且更新目标函数的参数。PCG优化算法的

最重要的部分就是如何去计算目标函数相对于其参数的

梯度，这一工作可以通过使用伴随方法来求解。 

由于代表有限元系统的大型稀疏矩阵投影到子空间

后会被转化成小型稠密矩阵，使得系统在求解过程中可以

获得更高的计算效率。因此本文在子空间中完成对模型仿

真的控制。本文定义一个由子空间上的位移，速度和加速

度的投影构成的状态向量
iẑ 。 

T T T T( , )i i i i
ˆ ,=z z z zɺ ɺɺ              （14） 

基于物理的仿真由一个初始状态
0ẑ 开始，之后对这一

状态应用一序列控制参数为 r ,ext ,if ，Λ的可微控制函数
if ，

并依据这样的更新规则来一步步生成 stepT 个后续的状态

1 stepT
ˆ ˆ,...,z z 。 

1 ( )i i i r ,ext ,i
ˆ ˆf , ,+ =z z f Λ            （15） 

将这些状态向量集成到一个长状态向量： 

T
T T

1 stepT
ˆ ˆ ˆ,..., =  Z z z             （16） 

此状态向量 Ẑ 可表示对可形变模型施加控制力场后

的子空间仿真输出序列。本文的目标是在参数空间中检索

出最优的控制参数 r ,ext ,i ,f Λ以控制模型仿真得到目标姿

态。检索过程需要得到目标函数相对于控制参数 r ,ext ,i ,f Λ

的梯度，4.2，4.3节将分别介绍利用伴随方法求解目标函

数相对于两类控制参数的梯度的过程。 

4.2．对控制施力场的优化 

将可微函数的序列集合成一个长函数向量，其中控制

外力作为控制参数。 

T
T T

0 0 0 1 1 1( , )= ( , ) ( , )
step step stepr ,ext r ,ext , T T r ,ext ,T

ˆ ˆ ˆF ,..., − − −
 
 Z F f z f f z f  （17） 

于是，可以将方程(15)写成如下形式 

( )
r ,ext

ˆ ˆ ,=Z F Z F             （18） 

对方程(18)求解微分会得到对导数矩阵 r ,ext
ˆd dZ F 的

一种线性约束 

-
r ,ext r ,ext

ˆd

ˆ d

∂ ∂  =  ∂∂ 

F Z F
I

F FZ
        （19） 

之后可以推导出方程(12)相对于控制施力场的梯度 

r ,ext r ,ext

ˆdE E d

ˆd d

∂=
∂

Z

F FZ
          （20） 

直接计算方程(20)的右面项是非常繁琐且耗时的，因

为矩阵 r ,ext
ˆd dZ F 是由在每一时间步下不同的控制外力所

决定的。为了便于计算，本文引进满足如下方程的伴随向

量 R  

T T

-
E

ˆ ˆ

∂ ∂   =   ∂ ∂   

F
I R
Z Z

        （21） 

之后方程(20)可以按如下方式来计算 

T

r ,ext r ,ext

dE

d

∂=
∂
F

R
F F

           （22） 

为了得到伴随向量 R的显示表达，将方程(21)中的约

束重写成 

T T
E

ˆ ˆ

∂ ∂   = +   ∂ ∂   

F
R R

Z Z
         （23） 

并且如果将 R看做是一序列伴随状态 1 stepT,...,r r 的集合，

可得到如下方程 

TT T

1 step

step

i
i i T

i i T

E E
,

ˆ ˆ ˆ
+

    ∂ ∂ ∂
 = + =     ∂ ∂ ∂     

f
r r r

z z z
   （24） 

利用隐式Newmark积分，可以对方程(4)进行变换计算

出
if 和

i i
ˆ∂ ∂f z 。在经过上述变换之后，将方程(22)转化

成如下最终形式 

1T T0

1

0 1

step

step

step

T

T

r ,ext r ,ext , r ,ext ,T

dE
,...,

d

−

−

 ∂∂
=  

∂ ∂  

ff
r r

F f f
   （25） 

这样就可以得到目标函数相对于控制施力场的梯度。

当完成了对于控制施力场的优化后，可以按如下类似的方

式求解对子空间的刚度矩阵投影的优化。 

4.3．对子空间刚度矩阵投影的优化 

类似于上述对控制施力场的处理过程，在将控制施力

场视为常数的情况下，本文将可微函数的序列集合成一个

长函数向量，其中子空间的刚度矩阵投影作为控制参数。 

( ) ( ) ( )
T

TT

0 0 1 1step stepT T
ˆ ˆ ˆ, , ,..., ,− −

 =
  

F Z Λ f z Λ f z Λ  （26） 
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并将方程(15)写成如下形式 

( )ˆ ˆ ,=Z F Z Λ               （27） 

由此可以推导出方程(12)相对于子空间的刚度矩阵

投影的梯度 

ˆdE E d

ˆd d

∂=
∂

Z

Λ ΛZ
             （28） 

同样地，当引进了伴随向量 R后，利用方程(24)的展

开，将方程(28)转化成如下最终形式 

1T T0

1

step

step

T

T

dE
r ,...,r

d

−∂ ∂
=  ∂ ∂  

ff

Λ Λ Λ
     （29） 

当得到了目标函数相对于子空间的刚度矩阵投影的

梯度后，就可以利用PCG优化方法对子空间的刚度矩阵投

影进行优化更新。 

通过迭代的方式不断更新子空间的控制施力场和刚

度矩阵投影后，最终可以得到将目标函数最小化的最优的

子空间的控制施力场和刚度矩阵投影，再将这些最优参数

应用于有限元仿真模型后，就可以得到在关键帧处匹配目

标姿态且具有物理真实感的平滑的连续仿真运动了。 

 

图4 不同层次下的有限元网格。（a）层次4下Armadillo的六面体有限

元网格；（b）层次5下Armadillo的六面体有限元网格；（c）层次4下

Armadillo的六面体有限元网格。 

5．实验结果 

为了展示本文弹性体关键帧动画生成方法的有效性，

本文进行了3组实验来展现本文的方法在不同条件下的表

现。 

第一组使用Armadillo模型进行的实验如图 5所示。

此例的输入是一序列的由外力下进行前向有限元仿真输

出得到的3D三角网格。为了重建出运动序列，首先为第一

个3D 三角网格构造一个分层次的基于八叉树的六面体有

限元模型。如图 4所示，是Armadillo在不同层次下得到

的六面体体素网格，网格越密越能更好地近似物体，然而，

仿真时的时间复杂度也会随之提高，之后可通过实验在选

择更好的近似度和较少的时间复杂度之间进行平衡。本文

将模型的材质信息如杨氏模量，泊松比和密度初始化为经

验值。本文无需知道产生输入序列时所使用的材质信息的

准确值，因为本文方法中的对于子空间的材质信息进行优

化的步骤可以对材质参数进行估计并且使得目标模型能

够在重建的形变空间中表示给定的目标姿态。如图 5所示，

上排灰色的Armadillo序列是给定的目标关键帧序列，是

由前向有限元仿真得到的，下排紫色的Armadillo序列是

由本文的方法得到的与目标关键帧吻合的模型关键帧形

变，可以看出两者在姿态和形变状态变化方面相吻合。图 

6所示是在重建后的两个关键帧位移之间，进行插值后得

到的中间帧姿态的效果，可以看到中间帧插值结果平滑自

然，且富有丰富的动态效果。 

 

图5 在两个关键帧之间的插值结果。（a）、（k）分别是重建得到的两

个相邻的关键帧；（b）~（j）是在这两个关键帧之间插值得到的中间

帧结果。 

 

图6 给定上排灰色的Armadillo模型的关键帧三角网格序列作为输入，

本文方法重建出在关键帧匹配目标姿态的关键帧位移，如下排所示。 

第二组实验中，本文选取Beam模型的仿真结果输出

的一系列的最高点与最低点的三角网格作为输入。如图 

7所示，给定蓝色的目标姿态1和2，重建出匹配的关键帧

位移1和2，并在两个关键帧位移之间可以插值得到平滑
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运动的中间结果。并且，当本文设置的初始材质参数不

同时，最终得到的收敛结果相差无几，说明本文的方法

不会受到初始参数设置的影响。为了比较不同子空间模

态数目下和不同层次的有限元网格下的重建效果，本文

做了多组Beam相关实验，并在表 1中显示详细效果。实

验所使用的Beam有限元模型的初始内嵌三角网格顶点数

为232，一共46帧关键帧。从表中可以看出，在相同子空

间模态数目下，六面体网格层次越高，所能重建得到的

关键帧越与给定姿态相吻合。相同六面体网格层次下，

增加子空间模态数目并不会有太大的精确度的提升。而

同样在层次5和模态数目30的情况下，使用旋转应变(RS)

坐标对准确度有较大提升。 

 

图7 上下摆动的Beam模型插值结果。 

表1 Beam模型在不同条件设置下的结果比较。 

与关键帧初始误差 20.638 20.638 20.638 20.638 20.638 20.638 

模态数目 30 30 30 60 120 30 

是否使用RS坐标 No No No No No Yes 

六面体网格层次 4 5 6 6 6 5 

结果总误差 8.749 8.549 4.956 4.987 4.886 3.645 

重建结果平均误差（每个三角网格顶点上的误差） 8.198e-4 8.011e-4 4.644e-4 4.672e-4 4.578e-4 3.415e-4 

 
第三组实验中，本文以恐龙模型再次说明本方法的有

效性。首先给定上排黄色姿态作为目标姿态，并重建出下

排绿色的符合目标姿态的关键帧位移，如图 8所示，可见

重建结果良好，与目标姿态十分相近。之后在相邻关键帧

之间进行插值得到连续平滑的动画效果，如图9所示。 

 

图8 恐龙模型的关键帧位移重建结果。上排黄色为输入的目标姿态，下

排绿色为关键帧位移重建结果。 

 

图9 恐龙模型相邻关键帧间的插值结果。 

6．结论 

本文提出了一种新的基于逆有限元优化分析的弹性

体关键帧动画生成方法，该方法适用于多种类型的关键帧

姿态输入，例如多边形网格序列或是同一物体的4D体数据。

本文为输入的目标姿态建立符号距离场，构造六面体有限

元模型，并且利用符号距离场的性质，通过求解基于逆有

限元分析的时空优化问题驱动有限元模型在仿真过程中

与给定关键帧目标姿态相匹配。 

本文的主要贡献在于提供了一种新的有限元模型关

键帧位移的自动生成及插值方法，其对于各种不同输入类

型具有普遍适用性。最后，本文只需要使用很少的空间存

储得到的最优化的特征子空间的控制施力场以及材质信

息就可以重建出连续平滑且匹配关键帧输入姿态的仿真

运动，而无需耗费更多空间存储一序列的输出网格数据。 

在以后的工作中，本文希望能够在提升准确性的同时

提高优化的速度。准确性的损失主要来自于符号距离场重

建的精度损失与六面体网格的近似能力，模型越细密则准

确性越好，但是随之增长的时间复杂度是很难接受的，所

以一个合适的六面体网格层次的选择十分重要。仿真过程

中使用旋转应变坐标可以提升准确性，也同样会增加许多

时间复杂度，所以本文也希望寻求更加简化的旋转应变坐

标方法。 
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